8. Elettrostatica delle distribuzioni di carica

Le equazioni del campo:
Nel caso stazionario le equazioni di Maxwell si disaccoppiano.

Le equazioni del campo elettrostatico nel vuoto risultano essere:

§7E-d1=o (8.1)

& fJE-0dS =0, (8.2)

Distribuzioni di carica a simmetria sferica
Si assuma che la carica sia distribuita all’interno di una sfera di raggio a con densita p uniforme. Si

consideri un sistema di coordinate sferico (7,0,0) con origine nel centro della distribuzione di
carica (fig. 8.1). In questo sistema il campo sara in genere espresso come:

E(r,0,0) = E.(r,0,)i, + Eo(r,0,0)i, + E,(r,0,0)i,

7

La simmetria impone 1’invarianza del sistema per rotazione'. Il campo elettrico presenta pertanto la

Fig. 8.1

sola componente nella direzione ir , che dipendera soltanto da 7:

E=iFE (r) (8.3)
Infatti, si supponga presente anche la componente, ad esempio, in direzione ¢. Sia allora il campo
in un generico punto quello mostrato nella figura 8.2. La rotazione del sistema intorno all’asse
individuato dal versore ir comporta la presenza di una componente di E in una nuova direzione
perpendicolare ad ». Ma la rotazione lascia la distribuzione di carica, sorgente del campo, e quindi

liEi = O,iEi =0, i=1,0,0
o0 o



il campo, inalterata. Segue che £y deve essere nulla. Con analogo ragionamento si puo dimostrare
che deve essere nulla anche la componente Ej.

Fig. 8.2

L’intensita di E; puod essere ottenuta applicando la legge di Gauss ad una sfera di raggio r
concentrica alla distribuzione di carica. Risulta:

nds =i (rd 9)(rsin Idp) (8.4)
dt = (dr)(rd $)(rsin Y o) (8.5)
£, ﬁSE ‘AdS = gof j E, (rd)(rsin 9do) =, E, 4m* (8.6)

2

j 2, (dr") (' d9)(r'sin Idp) = p, 200 r<a
00 3
2r (87)

[ [] po(ar)rd $(rsin dp) = p, %W r>a
000

S =N

O = J‘”podr =

e quindi

s, E 4m’ = p i7zr3:>E,:ﬂ r<a
0~r 03 7 380

3
Pod

2
3g,r

(8.8)

4
g E 4m’ = p, 57%13 =E = r>a

L’andamento del campo ¢ illustrato in fig. 8.3. Si noti che per r > ail campo pud anche essere
espresso nel modo seguente:

q 5
k= Azer? " (89)
0

4 3
con q =Py

E’ facile convincersi che tale risulta essere anche il campo della carica puntiforme collocata
nell’origine del sistema di riferimento.
Si provi ad impostare il calcolo nel caso in cui la carica sia distribuita nella sfera di raggio a con

densita p(r) =p, r
a
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1l principio di sovrapposizione

Nel caso di piu sorgenti vale il principio di sovrapposizione in virtu del quale il campo prodotto in
un punto da piu sorgenti comunque distribuite ¢ la somma (vettoriale) dei campi prodotti dalle
singole sorgenti supposte agenti una per una separatamente.

Il principio di sovrapposizione consente di esprimere il campo nel vuoto dovuto ad una
distribuzione spaziale caratterizzata da una densita p, funzione del punto.

Il campo nel punto P, individuato dal raggio vettore rp, dovuto alla sorgente elementare
dq = p(r,)dt, che compete al volumetto dt,, centrato nel punto Q, individuato dal raggio vettore

ro risulta essere

p(rQ)dTQ 8 _ (rP _rQ)p(rQ)dTQ

dE(r,,r,) = —Thy .
472'80‘1'PQ‘ 4re, ‘rP - rQ‘

(8.10)

Sovrapponendo i contributi di tutte le sorgenti elementari contenute nel volume T, si ottiene infine:

1 (rp —ry)p(ry)de
E(rp):4 m P97 070 (8.11)
) ‘rp - rQ‘
Si noti che, supponendo le cariche concentrate in un volume di dimensione finita, 1’intensita del

2

) e 1 )
campo elettrico tende a zero all’infinito almeno come —-. Infatti, tenendo conto che, per |rP| —> 0,
r

‘rP —rQ‘;|rP

(1, - 1)p(1,)d oMz, 11
B = I ‘errQ TQ} pes m‘ e bl G2
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Distribuzioni di carica a simmetria cilindrica

Si assuma che la carica sia distribuita all’interno di un cilindro indefinito di asse z e sezione
circolare di raggio a con densita puniforme. Si consideri un sistema di coordinate cilindrico
(r,0,2) coassiale alla distribuzione di carica. Per un osservatore posto a distanza r dall’asse, la
distribuzione di carica non varia per traslazione lungo z e per rotazione intorno a z. Il campo
elettrico, pertanto dipende solo da r. Inoltre il campo elettrico presenta la sola componente nella

direzione i, :

E=iE, (r) (8.13)
Infatti, si supponga presente anche la componente, ad esempio, in direzione z. Sia allora il campo in
un generico punto quello mostrato nella figura 8.4. La rotazione del sistema di 180 gradi intorno

all’asse individuato dal versore i. comporta I’inversione di segno della componente z del campo.
r

D’altra parte, tale rotazione lascia la distribuzione di carica, sorgente del campo, inalterata. La
contraddizione ¢ risolta assumendo £.=0. Con analogo ragionamento si puo dimostrare che deve
essere nulla anche la componente Eg

/ﬁ YD)
O

Fig. 8.4

L’intensita di E, pud essere ottenuta applicando la legge di Gauss ad un cilindro di raggio r e
lunghezza / coassiale alla distribuzione di carica. Risulta, per I'elemento di superficie laterale:

ndsS =i (rd0)(dz) (8.14)
per le due basi:

nds = i_(rd0)(dr) (8.15)

nds = —i_(rd0)(dr) (8.16)
per I'elemento di volume:

dt = (dr)(rd0)(dz) (8.17)

I1 contributo al flusso di E delle due basi ¢ nullo poiché il campo ¢ ortogonale alla direzione della

normale alla superficie. Si ottiene pertanto:
I 2n

&, fJE-0dS =¢, ! ! E (dz)(rd®) =¢,E, 21rl (8.18)



I 2rnr

'[ J-J-po (dz)(r'dO)dr') = p,mr’l r<a
0, = [[[ iz =150, (8.19)
‘ j j j 0, (dz)(rdO)(dr) = pyma’l  r>a
000
e quindi
e E 2ml = p,r’l = E, :g r<a
%o (8.20)

2
g,E 2ml = pa’l = E, =20 154
2¢g,r

L’andamento del campo ¢ illustrato in fig. 8.5. Si noti che per » > ail campo pud anche essere
espresso nel modo seguente:

E-_" i, (8.21)
2me,r

con A = p,na’. E’ facile convincersi che tale risulta essere anche il campo di una distribuzione

lineare di carica A collocata sull’asse del sistema di riferimento.
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Distribuzioni di carica a simmetria piana

Si assuma che la carica sia distribuita all’interno di una lastra piana di spessore A con densita
p uniforme. Si introduca un sistema di coordinate cartesiano (x,y,z) con origine al centro dello
spessore della lastra e 1’asse z diretto ortogonalmente alla lastra. Per un osservatore posto a distanza
z dalla lastra, la distribuzione di carica non varia per traslazione lungo x e z. Il campo elettrico,
pertanto, dipende solo da z. Inoltre il campo elettrico presenta la sola componente nella direzione

i:

E=iE_(2) (8.22)
Infatti, si supponga presente anche la componente, ad esempio, in direzione x. Sia allora il campo in
un generico punto quello mostrato in fig. 8.6. La rotazione del sistema di 180 gradi intorno all’asse
individuato dal versore i_ comporta I’inversione di segno della componente x del campo. D’altra

parte, tale rotazione lascia la distribuzione di carica, sorgente del campo, inalterata. La



contraddizione ¢ risolta assumendo E,=0. Con analogo ragionamento si dimostra facilmente che

deve essere nulla anche la componente E),.
Ed

=1 x
—
.
\gl 2
Fig. 8.6

I1 valore di E. puo essere ottenuto applicando la legge di Gauss ad un parallelepipedo con facce
parallele ai piani coordinati e simmetricamente disposto rispetto alla lastra. Sia +zla distanza
dall’origine delle basi 4; e A, di area A. Il contributo al flusso di E attraverso le superfici laterali
del parallelepipedo ¢ nullo poiché il campo ¢ ortogonale alla direzione delle normali alle superfici.
Si ottiene pertanto:

&, ﬁs E-hdS =&, j j E_(z)dxdy — &, j j E.(—z)dxdy = £, A(E.(z) - E, (~2)) (8.23)

.” podzdxdy =2pzA 0<z<A/2

O = [[[ podz =4 33! (8.24)
‘ [ [[ podzdxdy = pypd  z2 72
-A/2 A

Per la simmetria della distribuzione di cariche, il campo deve restare inalterato ruotando il sistema
di 180 gradi intorno all’asse x e scambiando cosi z con (—z). Deve allora risultare
E.(2)=~E.(-2) (8.25)

La legge di Gauss comporta quindi il seguente risultato

26,E(z)A=2pzA= E. =22 0<z<A/2
&

26,E.(z)A=pAAd=E, = ’SO—A z22A/2
&

(8.26)

L’andamento del campo ¢ illustrato in fig. 8.7. Si noti che per |z| > A/2il campo puo anche essere
espresso nel modo seguente:
iiz z>A/2
E- 2¢g, ’

-2 z<A2
2¢g,

(8.27)
con o =p,A. E’ facile convincersi che tale risulta essere anche il campo di una distribuzione

superficiale di carica ¢ collocata sul piano di simmetria della lastra. In tal caso, si osservi che la



componente del campo ortogonale alla lastra, coerentemente a quanto previsto dalla (7.1), subisce
una discontinuita di valore pari a 6/£.

In presenza di un sistema costituito da due lastre piane indefinite e parallele, poste I'una a z=d/2
con densita di carica superficiale ¢ e ’altra a z=—d/2 con densita di carica superficiale di valore
—o. Il campo puo essere ottenuto facilmente sovrapponendo i campi dovuti alle due distribuzioni ¢
e —o. Risulta:

E'=-2 z<d/2 E =2  z<-d/2

0250 2‘9% (8.28)
E'=—  z>d/2 E, =—— z>-d/2
2¢, 2¢,
E =E’+E_ =0 z<—-d/2
E=E+E =-2 —d/2<z<d/2 (8.29)
&y
E. =E +E_=0 z>d/2
Tensione e differenza di potenziale
Si definisce tensione tra i punti 4 e B lungo la linea yI’integrale di linea
Tw= [E-al (8.30)

AyB
L’equazione (8.1) implica che la tensione lungo una qualunque curva che colleghi due punti 4 e B ¢
indipendente dalla curva stessa

B
Ts= |E-dl=T,,= [E-dl=[E-dl=V,, Vy,y, radeB (8.31)
AyB Ay,B A

Infatti:

0=§>yE-d1= jBE-d1+ jE-dlz jBE-dl.— jE-dl

A By,A4 Ay Ay,B
(8.32)
Parleremo in tal caso di differenza di potenziale V3:
B 0 B Q0 Q
Vi=|E-dl=[Ed+[E-d=[E-d-[Ed=V,-V, (8.33)
A A 0 A B

Si noti che la differenza di potenziale ¢ indipendente dalla posizione del punto Q.
B

Fissato ora un punto P, come riferimento, I’integrale IE -dl definisce, al variare della posizione di
P
P, una funzione scalare V' (r) del punto P individuato dal raggio vettore r che assume valore 0 nel

punto Py, individuato dal raggio vettore ry:

Vep, =V (r) = IE -dl (8.34)

L operatore gradiente



L’espressione V' (r) =costante rappresenta una superficie in tre dimensioni. Un esempio € costituito

dall’espressione x” + y*> +z” = R che rappresenta una superficie sferica di raggio R. Superfici a
potenziale costante sono dette equipotenziali.

Si disegnino le superfici equipotenziali che passino per i punti individuati dal vettore r e dal vettore
r+Ar. Nella ipotesi che Ar sia molto piccolo (infinitesimo), il potenziale V(r+ Ar) della superficie
passante per r +Ar differira di una quantita AV altrettanto piccola dal potenziale della superficie
passante per r. Le superfici inoltre non possono per ipotesi intersecarsi. Sia An la distanza tra il
punto r e I’equipotenziale passante per r +Ar. Risulta (vedi fig. 8.7) An = cos 9Ar =1 - Ar e quindi:

AVZMCOSSAI"IMIAI-AI‘ (8.35)
An An

Fig. 8.7

: AV cn o - e
Tenendo conto che il rapporto . ¢ un rapporto tra quantita differenziali ed ¢ quindi indipendente
n

da Ar, si ha
AV = gradV - Ar (8.36)
dove il gradiente della funzione potenziale ¢ definito come

. AV .
gradV —Algn)oEn (8.37)
In coordinate cartesiane si ha
r=xi, +yi, +zi_, Ar=Axi, + Ay, + Azi, (8.38)
AV =V(x+Ax,y+Ay,z+Az)-V(x,y,z) = 8—VAx +a—VAy +8—VAZ (8.39)
Ox oy 0z
Allora AV puo essere espresso come
AV =i, v, i, L i, a—V) (Axi, + Ay, +Azi) = gradV - Ar (8.40)
Ox oy 0z :
Segue pertanto che
gradV:VV:(ixa—V+fva—V+iza—V) (8.41)
ox Oy 0z

Nell’ultima equazione si ¢ introdotto il simbolo V che identifica I’operatore nabla definito come
segue:

VsiJ§+i,—+i = (8.42)



La funzione potenziale puo essere utilizzata per esprimere il campo elettrostatico in modo univoco:

AV =V(r+Ar)-V(r) = TE-dl—]OE-dlz—TiE-dl (8.43)
r+Ar r r

Poiché Ar ¢ una grandezza differenziale, il campo puo essere ritenuto costante lungo Ar:

r+Ar
AV:—jE-dl:—E-Ar (8.44)

I1 confronto tra I’espressione (8.44) e I’analoga (8.40) mostra che
E=-VV (8.45)

L’unitd di misura del potenziale ¢ il joule/coulomb che assume il nome di volt (V).
Conseguentemente, € possibile esprimere il campo elettrico in volt/metro (V/m).

L’equazione di Poisson. Il potenziale associato ad una distribuzione di carica

Utilizzando I’espressione di E in termini del gradiente di una funzione potenziale, la legge della
circuitazione (8.1) ¢ identicamente soddisfatta. Deve quindi essere presa in considerazione la sola
legge di Gauss che in forma locale ¢ espressa in ogni punto di regolarita del campo dalla seguente
equazione:

v.E=F (8.46)
&y

Sostituendo per E 1’espressione (8.45) si ottiene la seguente equazione di Poisson scalare

vy P (8.47)
&y

dove il simbolo V?V =V -VV assume la forma seguente in coordinate cartesiane

o o'V o

ViV + +
ox* oy’ o0z

(8.48)

Utilizzando 1l principio di sovrapposizione, ¢ possibile esprimere la soluzione dell’equazione di
Poisson in presenza di una distribuzione assegnata di cariche nel vuoto, in analogia a quanto gia
fatto per il campo elettrico.

A questo scopo si consideri il potenziale associato ad una carica puntiforme. Esso pud essere
ottenuto per integrazione diretta del campo elettrostatico valutato in precedenza. A questo scopo si
consideri un cammino di integrazione che si sviluppi dal punto in esame lungo una direzione
radiale e quindi lungo un arco di circonferenza di raggio pari alla coordinata r, del punto di
riferimento, cosi come mostrato in figura:

Ty Ty %
V()= [E-di=[E,dr+[E-(i,,d9 = e L 1y (8.49)
’ g o dre, r 1,
Si noti che il potenziale, conseguentemente alla simmetria della distribuzione, dipende dalla sola
coordinata ». Ponendo il punto di riferimento all’infinito, il potenziale di una carica puntiforme
assume la forma seguente

V(r) = 47; - (8.50)




Il potenziale nel punto P, individuato dal raggio vettore rp, dovuto alla sorgente elementare
dq = p(r,)dr, che compete al volumetto dz, centrato nel punto Q, individuato dal raggio vettore

ro risulta quindi essere

plrp)dz, _ plrg)dz,
47r50‘rPQ‘ 47r50‘rp —rQ‘

AV (r,,1,) = (8.51)

Sovrapponendo i contributi di tutte le sorgenti elementari contenute nel volume T, si ottiene infine:

p(ry)dr,
Vi) = m P (8.52)
9. Elettrostatica dei conduttori

Campo e carica nei conduttori

Abbiamo visto finora come calcolare il campo quando sia nota la distribuzione delle sorgenti. Nella
maggior parte dei casi d’interesse pratico, tuttavia, la distribuzione delle sorgenti deve essere
determinata contemporaneamente al campo. E’ questo sicuramente il caso dei conduttori. I
conduttori contengono un numero elevatissimo di particelle cariche libere di muoversi al loro
interno. In condizioni normali, tali particelle molto difficilmente possono uscire dal corpo. Diremo
che un conduttore ¢ in equilibrio elettrostatico quando in esso non si riscontra alcun moto
macroscopico di cariche. Questa condizione di equilibrio ¢ ottenuta quando la somma di tutte le
forze che agiscono sulle cariche ¢ nulla. Pertanto il campo elettrico macroscopico ¢ nullo in ogni
punto interno del conduttore. Di conseguenza, per la legge di Gauss, ¢ nulla anche la densita di
carica all’interno del conduttore.

Diversa ¢ la situazione sulla superficie che delimita il conduttore dove le forze associate al campo
elettrico sono equilibrate da quelle che impediscono alle cariche di abbandonare il corpo. Nasce
una distribuzione di carica superficiale cui ¢ associata, in virtu della (7.3) una discontinuita della
componente normale di E:

n-(g,E'-¢,E") =0 9.1)
Poiché¢ E ¢ nullo all’interno del conduttore, sulla superficie, dal lato esterno si ha

g =2 (9.2)
&y

Si noti che poiché la componente tangente del campo ¢ continua ed il campo elettrico ¢ nullo
all’interno del conduttore, il campo elettrico nel vuoto, nei punti adiacenti alla superficie del
conduttore ¢ normale ad essa.

Cio risulta altrettanto evidente in base a considerazioni diverse. Essendo nullo il campo, il
potenziale all’interno del conduttore ¢ costante. Poiché il potenziale ¢ una funzione continua del
punto, risulta costante anche il valore del potenziale sulla superficie del conduttore. Da cido
consegue immediatamente che il campo, normale alle superfici equipotenziali, ¢ normale al
conduttore.

10



La capacita di un conduttore isolato
Definiamo capacita del conduttore isolato rispetto all’infinito il rapporto tra la carica depositata sul
conduttore ed il potenziale del conduttore riferito all’infinito:

ffz,E -Ads
=3 :% (9.3)
[E-a1
>

dove P ¢ un generico punto sulla superficie del conduttore.

Si noi che tale coefficiente dipende dalla sola geometria del conduttore, essendo indipendente dal
valoredi Qedi V.

L’unita di misura della capacita ¢ il coulomb/volt che assume il nome di farad (F).

Si consideri come primo esempio un elettrodo sferico di raggio a sulla cui superficie ¢ distribuita
uniformemente una carica q. Si noti che il campo ed il potenziale all’esterno di una distribuzione di
cariche a simmetria sferica sono gli stessi di quelli ottenuti concentrando una carica puntiforme di
valore pari alla carica totale nel centro della distribuzione sferica. Le superfici equipotenziali di una
carica puntiforme posta nel centro della sfera, descritte dalla equazione

V(r)= 9 _ costante 9.4)
dre,r

sono sferiche. Infatti, la superficie equipotenziale di raggio r=a risulta essere

V(a)=v= 472 - (9.5)

Da quest’ultima espressione segue che la capacita di una sfera isolata di raggio a ¢

C=%-4zsa (9.6)
A%

Estensione al caso di piu conduttori

Per introdurre il caso di piu conduttori si consideri il semplice caso di una coppia di elettrodi
sferici, rispettivamente di raggio a e b, posti a distanza tale da ritenere trascurabili le influenze
reciproche. In tale ipotesi i potenziali dei due elettrodi assumono i seguenti valori rispetto
all’infinito:

q, 9
v, = , Vv, = 9.7
: 4re,a 2 4re,b ©7)
e quindi
q, = @rea)v,; q, = (4ns,b)v, (9.8)
I1 processo di carica sia stato tale che ¢, = —¢, .

In questo caso, tutte le linee di campo che si dipartono dalla sfera (1) terminano sulla sfera (2). Il
flusso di E attraverso una superficie che contiene i due elettrodi ¢ infatti nullo, perché tale ¢ la
carica in essa racchiusa. In caso contrario, si localizza una carica anche all’infinito, data
dall’opposto della carica sui due elettrodi:

g, =fJE-hdS = ¢, —q, 9.9)

Ss
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Questa ultima situazione implica che le linee che originano da ¢; e g» devono necessariamente
terminare all’infinito.

Nel caso che si sta considerando (g, =—¢q,), ¢ possibile mettere in relazione la carica ¢; alla
differenza di potenziale tra le due sfere.

Infatti

q, q,
— =y, —v, =V 9.10
dreya  4Ame,b bl ©-10)

Poiché ¢, = —q,

ql l + l) _ V12 ;
4re, a b
g, =Cvyy,
4
c=—"% 9.11)
)
a b
C ¢ ora la capacita di una sfera rispetto all’altra.
Riassumendo, nell’ipotesi che g, = —¢,, puo essere definita una capacita C tra i due elettrodi come
il rapporto tra la carica sull’elettrodo (1) diviso la differenza di potenziale tra i due elettrodi:
i{:j; &E-ndS
c=&_5_ 9.12)
Vi
[E-a

M
Cenni sulle capacita parziali

Nel caso in cui non ¢ possibile trascurare I’effetto di un elettrodo sull’altro, la carica su ciascun
elettrodo dipende da entrambi i potenziali. Cid pud essere compreso utilizzando il principio di
sovrapposizione degli effetti.

Facendo agire la sola carica (), il potenziale assunto dai due conduttori sara funzione lineare di Q.

Vl' =a,,0,; Vzv =a,0, (9.13)
Analogo discorso vale in presenza della carica Q,.
Vi =a,0,5V, =ay,0, (91.14)

Sovrapponendo gli effetti:
Vi=a,0 +a,,0,

(9.15)
V, =a,0 +a,0,
Risolvendo rispetto a Q) e O:
O =CV+C,r, (9.16)

0, =G,V +CLl,
Si puo dimostrare che C1,=Cy;
Si confrontino queste ultime relazioni con quelle dell’esempio precedente.
Riscriviamo ora il sistema (9.16), mettendo esplicitamente in evidenza la differenza di potenziale
Vl—Vzl

12



O =C/V+CpV =CLV +C,l, = C1*1V1 + Cl*z(Vl -7) (9.17)

O, =C,)N" -C)V, + )V, +Cyhb, = C;(Vz -+ C;2V2
I coefficienti con asterisco rappresentano le capacitd parziali del sistema costituito dai due
conduttori. In particolare la capacita parziale mutuaC;, =—C,, =C,, ¢ la carica assunta dal
conduttore (1) posto a potenziale zero, quando il potenziale del conduttore (2) vale —1. La capacita
parziale del conduttore (1) rispetto all’infinito C;, = C,, + C,, ¢ la carica assunta dal conduttore (1)
quando questo assume il potenziale unitario assieme al conduttore (2). Analoghe definizioni
valgono per C,, = C,, +C,, e C,,. Si puo facilmente dimostrare che C, >0 e C. >0

Imponendo che sui due conduttori si localizzino cariche uguali ed opposte:
0= C1*1V1 + CI*Z(VI =)

. . (9.18)
- Ql = C21(V2 - Vl) + szVz
e quindi:
O v+ Seg oy,
Cll Cll
0 c (9.19)
~E—y, -2, - =
C22 C22
Sottraendo membro a membro:
1 1 « 1 1
—+—)=V,-V)+C,(—+—)V, V. 9.20
Ql(c11 sz) 7, =7) 12(C11 sz)( =) (9.20)
In conclusione si ricava
O =C,-V,) (9.21)
con
. 1 I
C=C+ (Gt ) 9.22)

11 22
Nelle applicazioni le armature sono configurate in modo da dar luogo a opportune localizzazioni

del campo elettrico. In genere si tende a fare si che uno dei due coefficienti C;, e C,, sia

trascurabile rispetto alla capacita parziale mutua C,,. Realizzando le due armature una all’interno

dell’altra, si riscontra che C;, = o =0, essendo la carica Q; nulla perché situata all’interno
1 h=r,

del conduttore equipotenziale costituito dalle due armature.

Si ha allora

0 = C:: 7, =V,) * (9.23)
0, =Cy (I, =)+ CL0,
Le due equazioni si interpretano nel modo seguente.
Posto
C,=C (9.24)
la carica sull’armatura interna vale
O =C(,-1,) (9.25)
e quella complessivamente dislocata sull’armatura esterna:
0, =-C(, =V,)+C,V, ==0, + 0’ (9.26)

La carica complessiva del sistema Q; + Q, vale dunque
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Qv: C;Vz (927)
e si distribuisce sulla faccia esterna dell’elettrodo 2, sulla faccia interna si localizza invece la carica

_Ql-

Schematizzazioni circuitali

Nella schematizzazione circuitale un condensatore ¢ un elemento caratterizzato da una coppia
ordinata di terminali (morsetti) tra i quali esiste la tensione V e ai quali sono assegnate le cariche
+0.

Nel costruire una schematizzazione circuitale del sistema costituito da due conduttori isolati, €
opportuno far si che ciascuna delle due cariche sia formalmente scomposta in un insieme di due
cariche e che ognuna di queste sia legata, tramite un opportuno coefficiente di capacita,alla tensione
tra il supporto della carica stessa e gli altri supporti. Cid puo essere espresso attraverso le relazioni
seguenti:

i iﬁm/}
: X
@:FL C‘*

22

Fig. 9.1

Ql = Cl*lVl +C1*2(V1 _Vz) = Qloo +Q12

* X (9.28)
Qz = Clz (Vz - Vl) + szVz = Q21 + QZoo

Si noti che Q=Qq. € che O, +0, =0,, + 0, . Sul terminale all’infinito si deposita la carica
0, =0,,+0,,,che, coerentemente a quanto gia osservato vale anche O, =-0, -0, .
Nella figura (9.1) ¢ illustrata la rete di condensatori corrispondente a due conduttori isolati

Condensatore piano

Si consideri il sistema costituito da due armature piane parallele, poste a distanza d luna dall’altra.
Si ¢ gia visto che il campo ¢ uniforme e vale

E=i Z (9.29)
€
La differenza di potenziale tra le due armature ¢ quindi
V.-V, =2d (9.30)
€

La carica distribuita sulla superficie S dell’elettrodo (1) ¢
0, =oS. (9.31)
Trascurando gli effetti di bordo, la capacita del condensatore piano ¢ dunque
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C=—%—=%? (9.32)

Condensatore sferico

Si consideri il sistema costituito da due armature sferiche concentriche di raggi a e b.
I1 potenziale assunto dai due elettrodi puo essere ottenuto utilizzando il principio di
sovrapposizione.

Quando agisce la sola carica (), posta sull’elettrodo interno, si ha

Vv, = & .y @ (9.33)

B 2 =
4re,a 4re,b

L’elettrodo (2), quando ¢ distribuita sulla sua superficie la carica —Q), assume il potenziale

v, =9 (9.34)
4re,b
Poiché¢ in questa ultima configurazione, il campo ¢ nullo all’interno dell’elettrodo (2), il potenziale
risulta uniforme in tutto il volume interno e pari quindi a V, :

A (9.35)

b 4re,b

Sovrapponendo gli effetti:

v=very = 2o
4re, a b (9.36)
V,=V,+V, =0
La capacita ¢ pertanto

4

c=— Wy (9.37)
n=n (l _ l) b-a
a b

Condensatore cilindrico

Si consideri il sistema costituito da due armature cilindriche coassiali di raggi a e b.

In un sistema di coordinate cilindrico (r,6,z) coassiale alle armature, la simmetria delle armature e
la conseguente simmetria della distribuzione di carica impone che la funzione potenziale dipende
solo da r e, conseguentemente, il campo -elettrostatico, anch’esso dipendente solo da r

(E=-VV = _drr) i,. ), ¢ diretto lungo r e vale (si applichi la legge di Gauss, in modo analogo a

quanto gia fatto nel paragrafo 8):

2 .
E = 72'610'i

= 9.38
2mer ©.38)

dove si ¢ indicata con o la densita di carica distribuita sulla superficie dell’elettrodo interno.

La differenza di potenziale tra le due armature puo essere agevolmente calcolata utilizzando un
cammino d’integrazione che colleghi le due armature lungo la direzione radiale:
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log— (9.39)

b b
K—szjErdr=2ﬂaGIldr=2ﬂaG b
/ o 2re, a

2re,

Poiché la carica su un tratto di lunghezza / dell’elettrodo (1) vale O, = 27alo, si ottiene la seguente

espressione della capacita di un condensatore cilindrico
0 2z,

Vl - Vz -

C=

9.40
. (9.40)
log —

a
I1 campo elettrico nel condensatore cilindrico ¢ massimo in prossimita dell’elettrodo a. Sostituendo

I’espressione di ¢ ottenuta dalla (9.39) nella (9.38) si ottiene il seguente valore per il campo
massimo

g Nl (9.41)

b
alog—
a

Questo campo risulta minimo, fissato b, per logé =1, cio¢ per b=2.71a
a

Per questa scelta, il campo massimo vale

_ Vl — Vz

=

In un condensatore piano di uguale spessore, il campo ¢ uniforme:
-V _ -V, _VI_VZ
b—a a(271-1) 1.7la
cilindrico

'
Emax

(9.42)

E =

ed ¢ 1.71 volte piu piccolo di quello del condensatore

Capacita parziali per due conduttori sferici

Si consideri il sistema costituito da due elettrodi sferici di raggio »; e r,, rispettivamente, posti a
distanza d I’una dall’altra.

Siano Q) e O, rispettivamente, le quantitd di carica distribuite sugli elettrodi. In generale, i due
elettrodi interagiscono e, pertanto, la densita di carica sulla superficie degli stessi non ¢ uniforme
(effetto di prossimita). Nella ipotesi che la distanza di separazione d sia molto maggiore di 7 e 7, la
densita di carica sulle superfici degli elettrodi puo essere ritenuta uniforme (effetto di prossimita
trascurabile) e il potenziale prodotto da un elettrodo ¢ approssimativamente costante nella regione
occupata dall’altro elettrodo. Pertanto, 1 potenziali degli elettrodi in presenza della sola carica O,
valgono:

R 0.43)
dre,r 4dre,d
e, analogamente, in presenza della sola carica Q;:
QZ , Vz" — Ql
4re,d 4re,r,
Sovrapponendo gli effetti:
Vi =a,0 +a,0,
V, =a,0 +a,0,
con a,, :(47zgorl) , Ay = (47zgor2 )71 € a,=a, = (472'6‘061)71.
Invertendo le (9.45) rispetto a Q; e 05 si ha:

(9.44)

(9.45)

-1
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O]  4me, [Un -Ud]V,
{Qz}_(r]rz)l—d{—l/d 1/7, }{VJ' (9.46)

Le capacita parziali valgono

»  4re, (d —7, )r]d » 4rg, (d —rl)rzd . «  Ameynr,d

C, = , C,, = ,C,=C 9.47
11 dz —I"ll"z 22 d2 —l"ll"z 12 21 d2 —]/'11"2 ( )
e la capacita di un elettrodo rispetto all’altro vale
4
C= o’ (9.48)

Ur+l/r-2/d

in accordo con la (9.11) nel limite d — +o.
La (9.48) ¢ ottenuta utilizzando la (9.22) o, in modo equivalente, imponendo la condizione di
induzione completa nelle (9.45) e andando a valutare la differenza di potenziale tra gli elettrodi:

I/l - V2 0,=-0
i 0
a0y —apQ, - (aZIQI - azle) (9.49)
1

a, —a, —a, +tay
3 4re,
Vr+1/r,-2/d

Capacita per unita di lunghezza di una linea bifilare costituita da due conduttori cilindrici,
paralleli, indefiniti, filiformi

Si consideri il sistema costituito da due elettrodi cilindrici di raggio r; e r,, rispettivamente, di
lunghezza infinita. Si supponga che gli assi dei cilindri siano paralleli e distanti d. Siano Q; e O,
rispettivamente, le quantita di carica per unita di lunghezza distribuite sulle superfici degli elettrodi.
In generale, le densita di carica non sono uniformi a causa dell’effetto di prossimita (i due elettrodi
interagiscono). Nella ipotesi che d sia molto maggiore di r; e r», le densita di carica possono essere
ritenute uniformi (effetto di prossimita trascurabile) e il potenziale prodotto da un elettrodo ¢
approssimativamente costante nella regione occupata dall’altro elettrodo. Per il calcolo della
capacita per unita di lunghezza del sistema in esame, procediamo imponendo la condizione di
induzione completa, cio¢ mediante la:

b7 2lg=-0
Assumendo, per semplicita, come riferimento il punto Py posto sulla congiungente gli assi dei due
cilindri (fig. 9.2) 1 potenziali degli elettrodi in presenza della sola carica Q; possono essere calcolati

nello stesso modo in cui si € proceduto per ottenere la (9.39).

O 70 o Q

Fig. 9.2

A
v
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Si ricordi che il campo elettrostatico E; prodotto da Q; nella regione esterna all’elettrodo 1 (nella
regione interna ¢ nullo) ¢ dato dalla (9.38), ponendo 27r;6:=0;:

E--92 (9.52)
2rg,r

dove i, ¢ il versore radiale associato ad un sistema di coordinate in cui I’asse z coincide con 1’asse

del cilindro 1. Integrando E; lungo una curva radiale che inizia in corrispondenza della superficie
dell’elettrodo 1 e termina sul punto Py di coordinata ry:

v _&’jﬂ_&m@

g, v 27,

n
v, =2 jﬂz O | 1|2 & h{ij (9.49)
2rney 2, v 2me, \d-n,) 2me, \d
Analogamente, in presenza della sola carica Q:
A I TN S A RN T (9.50)
2re, —d 2re, T r

In modo analogo al caso precedente possono essere calcolate le capacita parziali.
Si ricordi ora che si deve imporre Q;=-0,=0. Risulta allora:

A N —&m(ij:&ln 4 (9.51)
2re, \n ) 2ns, \d) 2rme, \n
A A L E W (L) B RN :&m(ijziln 4 (9.52)
2re, \d ) 2ns, \n,) 2rs, \d) 2, \r
2
V=V, =V, +V, =V, =V, = Q 1| )4 L o )= @ p[ (9.53)
2, \n, ) 2me, \n 2re, \nn

Si noti che le differenze di potenziale sono indipendenti dalla scelta del punto Py.
La capacita C per unita di lunghezza vale pertanto:

-2 _ 2”‘93 . (9.54)
V=V, ln[d]
hr,
Nell’ipotesi ; = r,= a, la capacita di una linea bifilare di lunghezza / ¢:
o= Zal 278050 g (9.55)
d d
log— log—
a a
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10. Cenni sui dielettrici

Un materiale dielettrico si differenzia da un conduttore in quanto le forze elettriche non consentono
spostamenti macroscopici di cariche. Nei dielettrici 1 portatori restano legati alle rispettive posizioni
di equilibrio e la separazione macroscopica ¢ impossibile.

Un elemento di volume A7 “fisicamente infinitesimo” di dielettrico contiene un gran numero di
molecole ed, anche se polarizzato, rimane globalmente neutro. In assenza di polarizzazione la
distribuzione di cariche non altera il campo elettrico macroscopico. In presenza di polarizzazione, a
seguito degli spostamenti delle cariche di segno diverso, I’elemento di volume acquista un
momento di dipolo non nullo:

zpi

Ap:qul.zNiTzN<p>:n<p>Ar (10.1)

I1 dipolo elementare ¢ costituito da due cariche puntiformi + g separate da una distanza vettoriale d;

diretta dalla carica negativa a quella positiva. N ¢ il numero di dipoli nel volume Az, n ¢ il numero
di dipoli per unita di volume e < p > ¢ il momento di dipolo medio nel volume A7

Si definisce vettore densita di polarizzazione P il momento di dipolo per unita di volume:

_ i AP _ _
P—Algl()E—n<p>— ngd (10.2)

Per calcolare la carica netta di polarizzazione contenuta in un assegnato volume 7 si osserva che
essa ¢ data dai soli dipoli che attraversano la superficie che delimita t. Si ipotizzi, senza perdita di
generalita, che le cariche negative restino fisse e che si spostino nel processo di polarizzazione le
sole cariche positive. Allora, si considerino le particelle in un intorno di un elemento orientato di
superficie AS = AS . Con riferimento alla figura 10.1, tutte le cariche positive esterne ad S nel
volumetto AV =d-AS hanno lasciato una carica negativa all’interno di S.

t .
N

Fig. 10.1

Poiché vi sono —ngd - AS cariche negative in AV, la carica di polarizzazione contenuta in T risulta
essere

0, = —ﬁs (ngd) - AdS = —ﬁsp -AdS (10.3)

La legge di Gauss (8.2) puo allora essere espressa utilizzando la densita di polarizzazione, nel modo
seguente:

g ﬁSE AdS=0,, +0, =0,, — {:fSP -AdS (10.4)
dove Qy;» rappresenta la carica libera, gia introdotta nella sezione precedente. Riordinando:

ff (s E+P)-hdS =0,
Risulta conveniente introdurre il vettore spostamento elettrico D = g E + P, che, nell’ipotesi che il

legame tra campo elettrico e densita di polarizzazione sia lineare, risulta
D=gE+P=¢,(1+ y) E=¢E (10.5)
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I1 coefficiente € prende il nome di costante dielettrica e, poiché la suscettivita dielettrica e sempre
positiva (o nulla in assenza di dielettrico), si ha in ogni caso ¢ > &,. Nella Tabella 10.1 sono

riportati 1 valori della costante dielettrica relativa ¢/ g, per alcuni materiali di uso comune.

Tabella 10.1 — Costante dielettrica relativa di alcuni materiali

Materiale ele,
Carta 2+2.5
Porcellana 5+7
Aria 1.00059
Vetro ordinario 5+7.6
Mica 5.7+6.5
Olio per trasformatori| 2.2
Acqua distillata 80.1

In presenza di dielettrici lineari, le equazioni del campo vengono pertanto riscritte nel modo
seguente:

§>E-d1 =0 (10.6)
fip-hds =0, (10.7)
D=¢E (10.8)

Sulle superfici di discontinuita del campo alla (7.3) va sostituita la seguente relazione di continuita
per le componenti normali di D:

A-[D*(r) - D’(1)] = ,,,(r) (10.9)
che, in presenza di un conduttore diventa:
n-D(r)=0,(r) (10.10)

Vediamo ora come la presenza di un dielettrico modifica il valore della capacita.

Si consideri per semplicita un condensatore piano e si immagini di introdurre un dielettrico,
mantenendone i morsetti isolati. In questo caso la carica libera sulle armature resta inalterata. Si
vanno pero ad addensare in prossimita delle superfici metalliche due strati di carica di
polarizzazione il cui effetto ¢ quello di ridurre il campo elettrico risultante e quindi la differenza di
potenziale ai morsetti. La capacita quindi, essendo il rapporto tra la carica immagazzinata
sull’armatura a potenziale maggiore e la differenza di potenziale tra le armature, aumenta.

Dal punto di vista quantitativo risulta:

Si ¢ gia visto che il campo di una lastra piana di cariche ¢ uniforme e vale

E=i, (o +05p) (10.11)
&y
La differenza di potenziale tra le due armature ¢ quindi
K—V2=Md (10.12)
&y
La carica distribuita sulla superficie S dell’elettrodo 1 ¢ ora
0 =0,5=h-DS=i  ES=s Tt g (10.13)
&y

Trascurando gli effetti di bordo, la capacita del condensatore piano ¢ dunque

20



C= o 8 (10.14)
Vl - Vz d
Nel caso di un condensatore costituito da due dielettrici di differente costante diclettrica, se la
superficie di separazione coincide con una superficie equipotenziale, la distribuzione del campo
elettrostatico non varia se si sostituisce la superficie equipotenziale con una lamina metallica
(principio di metallizzazione delle superfici equipotenziali. Sulle due facce di tali superfici
compaiono infatti due cariche uguali ed opposte che, essendo infinitamente vicine tra loro non
perturbano il campo. La presenza di tale superficie equipotenziale consente di sostituire al
condensatore a due dielettrici la serie di due condensatori di dielettrico omogeneo. La capacita
risulta quindi facilmente calcolabile come la capacita equivalente di due condensatori connessi in
serie:

o=C\V=G 1,

Questo perché sui due condensatori ¢ immagazzinata la stessa carica.
V= V1+ V2:Q/C1+ Q/C2

O0=CegV’

Co=(1/C1#1/Cy)!
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