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ht) = —1—5‘%,
T

applicando la (7-351) si ottiene:

v(t) :/%ét_;—f'Ea'i%dT = %—-e‘%/g(—;?“%o)’dr o
0 0

L’andamento della v(#) & riportato in forma qualitativa nel-
la fig. 7-353. Quando sia 7' = T\, la soluzione trovata assume

Fig. 7-353

una forma indeterminata: introducendo peraltro la T = T,

sotto il segno di integrale, si ricava in tal caso immediatamen-
te:

vi)=FE- —;—;s'%.

7-36. PUNTI DI DISCONTINUITA.

Quando una sollecitazione a gradino o impulsiva viene ap-
plicata ad una rete, nella risposta di questa possono presentar-
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si, nell’istante di applicazione, delle discontinuitd, come ¢ mo-
strato chiaramente dagli esempi del paragrafi 7-34.

E utile quindi introdurre delle notazioni per distinguere i
valori esistenti immediatamente prima e dopo tale disconti-
nuitd; chiameremo quindi fla—) il limite della generica funzio-
ne f(¢) quando t tende ad a da sinistra, ciod per valori di t mi-
nori di a; chiameremo fla+) il limite della funzione  At) quando
t tende ad a da destra, cioé per valori di t maggiori di a; per le
funzioni aventi dei punti di discontinuita, questi limiti saranno
fra loro diversi proprio in tali punti.

La fig. 7-361 mostra un semplice esempio di questo modo
di scrittura.

R 7o)

fa—)p-————z

Fig. 7-361

7-4. IMPIEGO DEL CALCOLO OPERATORIO

7-41. GENERALITA.

La determinazione dei transitori mediante la soluzione di
sistemi di equazioni differenziali presenta, come si € visto in '
7-2, non tanto delle difficolta concettuali, quanto una notevole
laboriosita del calcolo che consiste, anzitutto, nella determina-

I
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zione degli integrali generali e, successivamente, nella valuta-
zione delle costanti d’integrazione, mediante i criteri a suo
tempo riferiti.

1l calcolo si semplifica in maniera notevole ricorrendo anzi-
ché alla rappresentazione nel tempo delle grandezze note ed
incognite del problema, ad una loro diversa rappresentazione,
biunivocamente legata alla precedente, per la quale le opera-
zioni integro-differenziali si tramutano in operazioni algebri-
che e le condizioni ai limiti del problema vengono messe in
particolare evidenza.

E questo, in sostanza, un caso particolare delle pitt genera-
li questioni inerenti alle trasformazioni biunivoche delle fun-
zioni o alle loro rappresentazioni simboliche; rientrano ad e-
sempio in questa categoria la rappresentazione simbolica delle
grandezze sinusoidali (che rende algebrico ogni problema delle
reti elettriche in regime periodico) e le trasformazioni larga-
mente in uso per semplificare i calcoli numerici, come quelle
logaritmiche.

Utilizzeremo nel seguito la trasformazione di Laplace delle
Junzioni della variabile reale t. Si riportano qui di seguito le
principali definizioni e proprieta di tale trasformazione, ri-
mandando ai corsi di matematica per le corrispondenti dimo-
strazioni e per ulteriori dettagli.

7-42. DEFINIZIONE DI LAPLACE-TRASFORMATA.

Sia f(t) una funzione della variabile t nulla pert <0; la sua
trasformata di Laplace é una Junzione f(p), della variabile
complessa p, legata alla f(t) dalla relazione:

(7-421) f(p) = /r::'f(t) dr,

che € definita per tutti i valori di P per cui I'integrale converge.
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La trasformazione inversa (o anti-L-trasformazione), me-
diante la quale si passa da un’assegnata funzione f(p) della va-
riabile complessa p, alla funzione f(¢) che ’ammette come tra-
sformata, ¢ espressa dalla relazione (integrale d’inversione) se-
guente:

a+joo

- 1 bt
(7-422) [ = T [ f(@)edp,

a-joa

in cui I'integrazione va condotta sul piano complesso, lungo u-
na retta generica a = costante, purché contenuta nel dominio
di convergenza della £(p).

Il calcolo dell’integrale d’inversione (7-422) pud presentare
in pratica alcune difficolta; tra I’altro, esso ovviamente richie-
de la conoscenza delle fondamentali questioni concernenti I’in-
tegrazione nel campo complesso. Si pud peraltro ricorrerg, ne?-
la pratica, a tavole di trasformazione, in cui sono messe in evi-
denza le corrispondenze biunivoche fra le £(¢) e le f(p).

In 7-44 sono raccolte le trasformate di alcune funzioni di
comune impiego; vanno in particolare ricordate le trasformate
delle funzioni 1(¢) e U(t) definite in 7-31, che sono rispettiva-
mente % e 1. Altre corrispondenze possono ricavarsi applican-
do alle funzioni illustrate nelle tavole le proprieta delle L-tra-
sformate.

7-43. PROPRIETA DELLE L-TRASFORMATE.
a) Principio di sovrapposizione: per f(t) = 2f.(¢) si ha:

(7-431) ‘ fp) = £, (p).

b) Teorema del cambiamento di scala: per $(t) = f(%>,
con a costante arbitraria, si ha:
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(7-432) $(p) = aflap).

¢) Traslazione nel dominio complesso: per $(t) = ef(),
con a costante arbitraria, si ha:

(7-433) &(p) = f(p — a).

d) Traslazione nel dominio reale: per $(t) = f{t — a), con a
costante positiva, si ha:

(7-434) , d(p) = e f(p).

e) Teorema del valore iniziale: si dimostra che, se esiste il
limite di f(#), per ¢ tendente a zero da destra, si ha:

7-435 i =i _
(7-435) Jlim pfp) = lim f(0)

f) Teorema del valore finale: si dimostra che, se esiste il li-
mite di f(z), per ¢ tendente ad infinito, si ha:

(7-436) lim pf(p) = lim f().
r—0 t—>

Vi sono inoltre due teoremi che sono fondamentali per il
calcolo operatorio, in quanto mettono in evidenza la possibi-
lita di rendere di natura algebrica I'integrazione dei sistemi di
equazioni differenziali lineari.

g) Teorema della derivazione: se $(t) = f*(t) ammette L-
trasformata, si ha:

(7-437) $(p) = pf(p),

cioé, per ottenere la L-trasformata della derivata, basta molti-
plicare per p la trasformata della funzione.
h) Teorema dell’integrazione: per $(t) = [f(2)d¢, si ha:

o-
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f
(7-438) $(p) = —;1—'2,

ciod per ottenere la trasformata dell’integrale, basta dividere

per p la trasformata della funzione. .
Queste proprieta si estendono facilmente alle derivate ed a-

gli integrali di ordine superiore.

7.44. TAVOLE DI TRASFORMAZIONE.

a) Operazioni sulle trasformate:

§i0) ' f(p)
d
1) —tf0) ip f(p)
H dn
2) (—ty f@® t(p)
dp"
3) i(t?— [ fp)dp

4) f_._f(x) dx —Lff(p)dp
x P

5) [I(_xl dx Ljf(p)dp
X p

t

6) fl(T)faz(t-'T)dT: fx(P)fz(p)

:/fl(t—r)fz(r)dT ’

7)  f(t) periodica di periodo a N -—15‘ " [ e fe)ydt
: 0
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b) Tavola delle corrispondenze:

A

1)
2)

4)

S)

6)

7)

8)

9

10)

1)

12)

13)

14)

15)

16)

Ht—a)
Ult—a)
o

at {funzione a rampa)

tn-l
(n—1)

1
Vnt

n=1,2,3,...

senat

cosat

sen{wt + a)

cos (wt+a)
senhat
coshat

11—

p2+a2

wcos a + psena
pl_'_wl

~wsena + pcosa

p2+w2

2

pP—a

P
pZ_aZ

a
plp-+a)

1
(p+a)(p+b)

b
p+a)(p+bd)

ab
po+a)(p+b)

(a # b)

(a#b)

(a # b)

18-¢) 1 - Reri £
19 te”

200 e (l—at)

21) 1 — cosat

22) at —senat

23) senat —atcosat

24)  senat -+ atcosat

28) e +at—1

26) e“senbt

27) g cos bt

) fp)
- - 1/ I con w2 T*>1
17-a) 7/\/—721——%“:;5 JT'SCH(H 1 “z T? t)
b) teH 1 con i T* =1
7o) te Pt Ep
(e‘ Y/ con 2717 <1
- T -
17-¢) N T
- & T
T -t 1l con 2 T*>1
18-a} 1——%—;“-,1;’_—’:‘-5 Tsen [l-‘t 1 T +
1
+ arcsen\/1 7 TZ] 2
1+ t) - Wt -1— M COﬂHszzl
18-b) 1 - (L +po)e P kptu
L AVI— @ T? i, con @2 T*< 1

1
p+ar

P
(p+ay

aZ

plprt+a)

__a

p(p*+a?)
24

@ +ar
2ap?

(p*+a*y

a2

pPlpta

b
(p+ay + &
. pta

rar 5

1




¢) L-Trasformate di alcune funzioni particolari:

— e e e e —

S) f(»)

1) Impulso rettangolare % (1—gmr)
ol !
2) Impulso triangolare iy Lz
b p
0 26 i
. . 177 a n
3) Impulso sinusoidale P (1 +¢e7)
0 n/a T
4) Onda rettangolare pe- : ] 1 ap
Lo ;N S — tanh
riodica o fale 7 P 7
5) Dente di sega - A e
] ap*  p(l—gw)
0l a t
6) Onda triangolare L L tannap
p’ 2
0 2a T
7) Sinusoide rettificata a 1[7 a
semionda e
o A P a1l —e
0 n/a 2n/a t
8) Sinusoide rettificata ay 4 coth ~P
N pr+a? 2a
0 n/a  2n/a t
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7-45. ANTITRASFORMAZIONE DEI RAPPORTI DI POLINOMI.

In molti casi pratici la funzione f(p) da antitrasformare si
presenta come rapporto fra due polinomi in p:

N
(7-451) £(p) = Y
D (@)
in cui il grado del numeratore N{p) ¢ inferiore a quello del de-
nominatore D (p).

La teoria delle funzioni analitiche mostra che se a,, a, ...,
@, ..., @, (supposte tutte distinte fra loro) sono le radici dell’e-
quazione algebrica:
(7-452) D(p)=0,

la (7-451) pud scomporsi in una somma (sviluppo in frazioni
parziali) di n termini del tipo:

A,
b —a
con:
(7-453) 4, = N
D’ (Qi)

La antitrasformata della (7-451) risulta quindi, in base alla
tavola 7-44 b-3:

ait

(7-454) =3 N,
i=1 D ’ ( ai)

Se nell’equazione (7-452) esiste una radice a, multipla di

ordine m, questa da luogo, nello svilup?o in frazioni parziali,
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agli m termini seguenti:

B, B, B,

(7-455) + N
G pear T e

nei quali si ha:

(7-456) B, =1 T — oy
¢— D! [dp"‘ P et )]

Il c9ntributo fi(#), dato dai termini (7-455) alla £(¢), si ottie-
ne antitrasformando 'espressione (7-455) e si ottiene, utiliz-
zando la tavola 7-44 b-5 e la proprietd 7-43-c:

(7-457) f@=ewsp
=t (m —r)

7-46. LA TRASFORMAZIONE DELLE EQUAZIONI DELLE RETI LI-
NEARI INIZIALMENTE A RIPOSO.

In (7-12) si sono scritte le equazioni ai nodi ed alle maglie
per una rete generica: in esse comparivano, con i parametri
costanti della rete, grandezze elettriche (tensioni e correnti)
funzioni del tempo. Supponendo di applicare alla rete in esa-
rf}e, supposta priva di energia immagazzinata, i generatori al-
Pistante zero, tutte le funzioni in gioco possono essere L-tra-
sformate. Ne deriva, per le equazioni ai nodi:

(7-461) Zj(p) = Zi(p),

in cui le j e le i sono le trasformate, rispettivamente, delle cor-
renti impresse e delle correnti che si dipartono dal nodo in esa-
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me. Per le maglie si ha analogamente:

(7-462) Se(p) = Zv(p),

‘in cui le e e le v sono le trasformate rispettivamente delle

f.e.m. impresse e delle tensioni che insistono sui singoli com-
ponenti la maglia. Le v, in base a quanto esposto in (7-12) e al-
le proprieta delle L-trasformate, sono in relazione algebrica di-
retta con le i mediante le:

(7-463) v=Ri per i resistori
(7-464) v=pLi  per glinduttori
(7-465) v=pM7{ perle mutue induttanze
(7-466) v=1 per i condensatori.

Cp

Si noti, per inciso, che le relazioni che legano le trasforma-
te sono identiche a quelle che legano le grandezze complesse
relative al regime sinusoidale di pulsazione w ove al posto di p
si ponga jw.

11 procedimento da seguire per risolvere il problema me-
diante le L-trasformate risulta quindi evidente in quanto tutte
le equazioni della rete si sono ridotte ad equazioni lineari a
coefficienti costanti e sard quindi facile ricavare le trasformate
delle funzioni incognite in funzione delle trasformate delle
funzioni note. L’operazione di anti-trasformazione, eseguita o
per via diretta o con I'ausilio di tavole del tipo (7-44), conclude
il procedimento.

7-47. IMPEDENZE E AMMETTENZE OPERATORIALI.

Le equazioni di una rete lineare, scritte alle L-trasformate,
sono delle equazioni algebriche lineari Ynelle quali i coefficienti
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sono funzioni razionali di p e dei parametri costanti della rete.
Si possono quindi estendere, per via formale, tutti i teoremi di-
mostrati per le reti in regime stazionario, con la sola avverten-
za che, anziché di tensioni e correnti, si dovra parlare delle lo-
to trasformate e che, al posto delle resistenze, si dovranno con-

siderare espressioni del tipo R, pL, 51_,1—7 pM, a seconda che si

tratti di resistori, induttori, condensatori, mutue induttanze.

In particolare quindi per 'n-bipolo si individueranno siste-
mi del tipo:

e, =2Zu (p)i1 + ...+ -Zm(p)-in

(7-471) e
e, — an (p)i1 + ere + Zm, (i)in
o del tipo: |
i1 == Yu (p)el + v + Y1,, (p)e,,
(7-472) e

in = Ynl (p)el + ase + Yrm (p)en

che sono formalmente analoghi ai sistemi (1-691) e (1-692)
scritti per le reti in regime stazionario. Le Z,,(p) sono funzio-
ni razionali di p che vengono denominate autoimpedenze ope-
ratoriali ed esprimono il rapporto tra la trasformata e, della
f.e.m. applicata alla coppia r-esima di morsetti e la trasforma-
ta i, della corrente assorbita agli stessi morsetti quando tutte
le altre coppie sono aperte. Le Z,.(p) sono anch’esse funzioni
razionali di p che assumono il nome di mutue impedenze ope-
ratoriali che esprimono il rapporto tra la trasformata della
tensione che si presenta alla coppia r-esima e la trasformata i;
della corrente inviata nella coppia s-esima quando tutte le cop-
pie, tranne la s-esima, sono aperte. Per le reti elettriche lineari
vale la reciprocitd per cui Z,,(p) = Z,, (p). Definizioni duali si
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danno per le Y (p) del sistema (7-472) che vengono denominate
auto-ammettenze 0 mutue ammettenze operatoriali. Si esten-
dono inoltre, senza restrizione alcuna, i teoremi di compensa-
zione, di Cohn, dei generatori equivalenti.

7-48. LA FUNZIONE DI TRASFERIMENTO-

Da quanto esposto sinota risulta evidente che, per una rete
lineare sollecitata da una f{®), 1a relazione che lega la f(p) alla
trasformata ¢ di un’altra qualsiasi grandezza della rete ¢ del
tipo:

(7-481) b(p) = H(p) - £(p).

Alla funzione H(p) si attribuisce il nome di funzione di tra-
sferimento tra la f ¢ la $. Detta funzione ha un significato fisi-
co che precisiamo subito: s€ la f(¢) & la funzione impulsiva uni-
taria U@), la f vale uno (tabella 7-44) e la &, trasformata della
risposta h(#) alla U(®), coincide con la H(p). Si pud quindi con-
cludere che la funzione di trasferimento ¢ la trasformata della
risposta alla funzione impulsiva unitaria. Del concetto di fun-
zione di trasferimento fara largo uso, tra Paltro, la teoria della
regolazione automatica dei sistemi lineari.

Notiamo che la sostituzione formale p = jw porta a consi-
derare la funzione complessa H (jw) come il rapporto tra la
rapptesentazione simbolica della risposta € quella della solleci-
tazione, in regime sinusoidale di pulsazione .

7-49. CONDIZIONI INIZIALIL.

Nel caso in cui all’istante zero la rete contenga dell’energia
immagazzinata sotto forma elettrostatica (condensatori carichi
con tensioni Vc(0)) ed elettromagnetica (induttori percorsi da
correnti I (0)) non si possono applicare direttamente i procedi-

A
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menti indicati che valgono per reti inizialmente a riposo, in
quanto le L-trasformate sono state definite solo per funzioni
nulle per z <0.

La difficolta si pud superare osservando anzitutto che inte-
ressa conoscere ’andamento delle grandezze in gioco per ¢ > 0
mentre, per quel che riguarda i dati iniziali, interessa solo sa-
perne il valore ed ¢ indifferente il modo con cui fisicamente es-
si sono stati realizzati: conviene quindi scegliere un modo di
generazione dei dati iniziali sul quale si possa ancora agire con
la L-trasformazione.

Nel caso degli induttori bastera disporre in serie ad ogni
induttore un generatore di f.e.m. impulsiva di valote ®; =
L1,(0); detto generatore produce infatti istantaneamente, all’i-
stante zero, nel relativo induttore, il flusso ®, che gli compete,
e poi, per definizione, si estingue.

Basterd quindi tenere conto, nelle equazioni alle maglie,
delle L-trasformate di dette f.e.m. impulsive che, come & noto,
sono delle costanti pari ai valori degli impulsi. Per effetto
quindi dei dati iniziali relativi agli induttori la (7-462) si tra-
muta nella:

(7-491) Se+ LI (0)=2v=3Z({pi.

Nel caso invece di condensatori carichi con tensioni V¢(0),
si osserva che dette tensioni possono sorgere istantancamente
se si applicano in parallelo ai condensatori dei generatori di
corrente impulsiva j di valore Q. = CV.(0): detti generatori
mettono in gioco infatti istantaneamente la carica Q., che
compete al rispettivo condensatore, e poi si estinguono, per de-
finizione.

Basta quindi esprimere la tensione sui condensatori come
somma della caduta di tensione dovuta alla corrente che circo-
la nel lato in cui il condensatore ¢ inserito e della tensione pro-
vocata dalla sorgente impulsiva (fig. 7-491).

Si ha quindi, alle L-trasformate, tenuto conto che ¢:

511
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Fig. 7-491

j=Q.=CVc(0),
(7-492) Ly YO
V= Cp TV=epT op
Le equazioni alle maglie per una rete inizialmente non a ri-
poso si scrivono quindi nella forma:

Ve®© _ 54 .

(7-493) Se+ LI (0)— %

Nel caso in cui siano presenti mutue induttanze sard neces-
sario inserire, a primo membro di (7-493) i corrispondenti ter-

mini del tipo ZMI’ (0). _ o

La struttura delle equazioni considerate, sempre algebrica,
mostra chiaramente come venga sempliﬁcat.a,. con il calc_o]o o-
peratorio, Pintroduzione delle condizioni ai limiti che risulta-

no, gid in partenza, in particolare evidenza.

Esempio. - Nel circuito di fig. 7-341 sia presente la corren-
te 1(0) all’istante (+ = 0) di applicazione della f.e.m.:

e = Esen(wt + a).
1
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Per calcolare la corrente (¢) si applica la (7-491) e si ottiene:
e+ LI0)= R + pL)i.
La e, nel nostro caso vale (tab. 7-44 b9):

wcosa+ psena
p*+ o’ ’

e=F,

per cui si ottiene:

E., w cos a + psena 10
P>+ o) (R + pL) R
P+

i=

;a i si pone nella forma seguente, in base a quanto illustrato
in (7-45):

(7-494) i=_Ar A 4, 10

P~ a P pP— a3

ove a;, ai, ai, sono le radici della equazione:

@+ )R+ pL)=0,

ovvero:

Le Fostanti A,, A,, A; si valutano mediante la (7-453). Ponen-
do inoltre al solito:

Z>*=R*+ w*L? =2—L— :B_.
w?L?* send 7 cos ¢ 7"
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si ottengono i valori complessi:

— _1_,£1vief<a—o);

T2 Z
Az—":./il;

1

Ay =- %”ﬁsen (a—¢).

Si perviene ora alla i(¢) antitrasformando la (7-494), e, in base

alia (7-454), si ottiene (T = —L—):
R
i =A e + A, e+ A + L) er.

Sostituendo le espressioni trovate per le 4, si ha infine:

R Y _Eu T
i) = —Zsen(wt+a+¢)+[l(0) 7 sen (a 4>)]e T

Questa espressione & analoga a quella trovata in (7-21 b); vi
compare in pill il termine dovuto alla corrente iniziale.




